
B o t t周期性勉強会 2 0 2 5 - 1 - 1 9

9、 O ve r v i e w - ： 後 で 説 明

X：コンパクトHausdorff空間

兀 ： E → X : X上のベクに
ethf:X上のベクトル来の同型類全体

も ［ E ] . I FI E V e r t ( X）に対して和［ E ) + [ F］ が定まる

→ Vet(X）は単位元をもつ可換ノモ、イド。一群の公理から逆元の存在を除いたもの

✓では）群完_する KA※きしす群
KはコンパクトHomedortt空間の圏

orからアーベル群の圏への反変関手
になっている。

51 ・ f : X → Y ： 連 続 ⇒ I:K(Y)→K(X)：群準同型 が定ま

イ嚙！！🙃
🙃🙃纈禮
な.。 。 。 ？
？？、 。 。 飇。灩

Bolt周期性： は"""（×1 だ"（メ に ≥ 0
一 一

✓ v i - G um )

• K"「"(X)≈K"(X）、 ⇒ Ti(v)≈1? fi:dn) ユニタリー群に対
する Bott同期性

-

Bott周期性の "elementary proof"

•

Atiyah-Bolt11964）
3| ：ベクトル束の貼り合わせ関、数を簡略化していくここで証明

こ
• Atiyah(1967）33

1
: tm作用_素の後の、指数を使った証明
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¾ベクトル束とK理論 18"？
一、

X X I R

311 ベクトル束

K = R or42する。
_たXX：位相空間

に対し

直積 × ×バは
各点を∈✗にベクトル空間1バがのっている空間

と こ 思 え る 。
→このようにXの各点に対してベクトル空間が定まっているもの

=ベクトル空間の族

直積でないベクトル空間の後もある：

① ② S I R

Ogw̅"
"

。☆X-IT-
R、 x=Co

Mobiusの帯 Eに数 Ex={hoy,x≠x

① 、 ② の 違 い ：

①は任意の点の近傍で局所的に_は直積になっている

で X I R

⊛ . ぼ
V

※②は K oの近傍で直積にならない

Bott周期性勉強会_修正版 2 / 34



「ーール、
が K ・ ベ ル

F Ex:=だ（x） はK-ベクトル空間

-∀をEX、ヨでヨx：近傍、n E IN=2≥。 K・ベクトル空間としての同型1"/なかすす！ga
aw.!kn

Ex=だ（K）をx上のアイバ、一という

一 、 で x k "だ は '

I L三

-Eし |
、

1
， 化 i x l k n =バ

E x i=だ（K) _\」
↑ _ で ×
K上のファイバー ベクトル空間Exが

E " H E x

(X上で 「束」にな
っている

ベクトル束のに
。-Whitney和ともいう

①直和：

ベクトル束 E→ X 2 F→ X に対し

直 和 E D F → X を次の様に定める

EのF"だ☆Exのを （ic名アイバーで直和をと
(EDF)x
=Ex⊕Fx

I
E e k " た が 十"

≈ k n tm1 →

と - _ - ✗ T X T X
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②テンソル積：

ベクトル束E→メ と F → X に対し

テンソル積 E D F → X を次の様に定め

EDF"ジに人を呢 （ic各ファイバーでテンソル積をとる）

ENDを （EDF)x

I
E e E K " Iたが = E x し

ー ー | ≈ k n m

- メ と - _ - ✗ T X

③外部テンソル積：

ベクトル束 E→ X 2 F → Y に対し

外部テンソル積 E 図 F → X X Y を次の様に定め

E図F?"(Ly Eのは （ i (x.y）上のファイバーをEDFとする）

(E図F)

c、y)=Ex💔Fyfe

E lk" した
が

1 ≈ 1 k m

一 つ Y
い な せ な と ¾
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Xi.X2：コンパクトHansdorff
④ 貼 り 合 わ せ ： 。一

c X：閉集合

X=X、UX 2、A =X . n X 2 2する

① た5'=12641121-14 メ = s 2

_ _

X= lei010≤0≤な X、 =上半球

（一 ½ : I ei01を≤0≤2114

'😉ーー
ーー
ー"ない

1-12=下半球✓A=イ1.-1} A = s '

このとき、

(E
:

X上のベクトル束、 dimE x = n

F : X 2 1 1 , dim Fx=11
4:A→Iso(Ela、FIA)：連続写像。一変換関数や貼り合わせ関数

という

からメ=X、UX」 上のベクトル束（E.4,F）三次の様にして構成できる。

(E.9.F）に（EUF)/~
E e n f ? e f o r e E E x . f Eた

がf-a-c)e

2So(Ex.Fx)

(E.と.F)x=を=404Ex
_ 41341でEx2をを

「「彧彧レバ はり合わせる -51にとい1 → 1 T
x

"
・

"

た た い A・ 大
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玉 メ=ら、 X , = l ei010≤0≤大と、 X」=lei01た≤0≤2た｝
A=11，-1 }

E i = X i X R . F に ½ X R

F-16
✗=S'=12∈41121-14

9 :A→GLI(R)=IR1109 _ _

X= lei010≤0≤たり

を↔を 1 - 1 ½ = l ei01を≤0≤2た｝

A=11.-1｝
⇒ ( E . 4 . F ) = o e binsの帯

(Mobius束という）

R E E ,
E

E , E R REF、 「 F E R ( E . 4 . F )

×ートと：のになだッ
で貼り合わせ t t ibins束

y

区 メ = 5 2、 メ，=上半球、 メ2=下半球、A=S'

E = X , X 4 . F = X 2 X 4、 K E 2 メ = 5 2
X、 =上半球h i s '→Gh (4）=41404

-😉、 -
_ -

またとな
いいしだ
ん、

メ2=下半球で，→eiho
いた回転 A = s 1

2する2き、
r e io'∈Eeioを

げた に（ E . a . F )
≈
T どとどんなにrei100）∈Fio

とかく、

4 : E e
' " " ' "

'くーーFiorereino※ン宅ios'sie,
s ,

'。
※|

y
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ベクトル束の

• ベクトル束 E「→X と F→X が、同型（E三F とか

は ヨ 4 : E →F：同相 。K・ベクトル空間としての同型

A t . E E F

を↘※Lp
m d を：=4/Ex i Ex一つに

Eだと一く一た ー ー い で ー が が F

1 ÷ 1凵 I I
卬 一 八 」
_ x

区
E→X、F→X、G→X：ベクトル束

Eの F三 F D E⇒| E D F 三 FDEEめ
FDG)E EDFの EめG

1
に メ ル ½ . A = X . n a

E '→メ、， E '→メ 2 d imE ic=d inE i = n
F1→X、 、ギ→ X」

：ベクトル束'
d imFic =d imFe=m

4 :A→Ghn14 1 . 4 :A→GL m/4）

(E'の 4の4.EのF） 三 （E!4.E2）の（F!4.F)⇒|
だめや、 4☒4.だめ 三 （E!4,E'）の（か、4，

ここで
4 の 4 : A → G Lntm(4) i l 1 → 41184（水）=9の4:A→

G Lnm(4) i ル 1 → 4（水）め4
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✗=X、V XL、 A = X i へ ½

E'→X、. E '→メ2、 d im E i - E i = n

4 . 4 : A → G L a ( 4 )let
- _ - ホモトピック

⇒ ( E i 4 . E ) ≈ (Ei4.E2）
1

五✗=S2,

D'にXz=下手たが
、 😉-
_ -

ーーー
ー.fi#.1
- _ -

" "

" ""え合
ぎ装、 、 、 、 、

メ½三十年しが
三の 「

1A"
"

A : s '

(io,→eih0 Hh=(Dtx4.4h.D'×4）
↓

(D+×42、4..の4.1、D'×42）三 H'⊕H' H'ʰめHe
0 - 三（Dを4.4hte、D'×4）⇒ | (Dtx42.4.2⊕9。，D'x42）三 H'☒H'⊕H°

さらにこのとき、
_ はりしので）は、）し

4、の41 ≈ 4.2の%
で あ る の で

H '⊕H ' ≈ H'☒H'のHO

が成り立つ。一一
y

• E：自明来 て E ≈ x x

kn-E全体が直積になっているとい
うこと
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1 - 2 K理論 E = バ

以下、 特に断わらない限り K = 4 とし、

X Y はコンパクトHausdorff空間とする。 |
↑K群がうまくふるまう空間 屼

• X=イ*}D E
Veet IX)：={X上の4・ベクトル束の同型類｝L

_全単射

(G X = 一点 ⇒ v e a lx , ≈ N j_
一点上のベクトル束
=ベクトル空間
↑は↔dimE 次元で同型類が決まる。

• V e t (X） は Xの性質を反映する 。 ［0117：可縮より従
う

な X = [ o r 1 ］ ⇒ X上のベクトル束は
自明なもののみX = S ' ⇒ 非自明なベクトル束が存在する。

(eg. M ibins

• I E 7 . [ F ] E Vert(X） に対して
群から逆元の存在を除いたもの

I E ] + [ F ] ： = [ E の F ]
✓

と定めるここで、 Ve r t IX）は可換モノイドになる
に単位元をもった半群）

～→モノイドのままだと扱いづらい

→"逆元を加えで群にする。

群完備化
だ魚可モノイド に対して _差の集合

G I M ) E M''M'?
m m , u m in,☆ヨpE M s t . m t n ' t P=m ' t h切

と定める G M Iはアーベル群 になる。
- _ -

0 = ［0.0］， - [min)= [n .m ]

G (M I 2 Mの群完が あるいは Guthendi.ec# 2113
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な G C N ) = 五

• ( M i n ) ∈ M X M に対して

I M . n ] ∈ G C M ) o r i M - M = [ M I M I =［0.07=0

Ʃ
m - n

とかく、

• 4 : M → N ：可換モノイドの間の準同型

⇒ G 1 4 1 : G ( M ) → G C N ) ：群準同型
U

[ m ) - I n )
1→［9(mi7-[ein]

K E

Deter K : Klassenの頭文字

K(X)：= G(Vet(XI） 「分類をイミするドイツ語

tしを メのK、群という。
Grothendieckの母語

e X = 一 点 ⇒ K1と 三 吾( E ) - ( F )↔ d i mE-d imF)
f : X → Y ：連続、 E→Y：ベクトル束

⇒ f E → X ：ベクトル来 _ ）。なにEfa)=Ey
が

HE ) x =Eta， 、をEX 開 11一、/図
となるように定まる。

✗ はと、 な な Y
→ 抄：Vert(Y)→Vet(X)：準同型 f1(y）

は ↔ よは
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→ 抄：= G ( f ) : K(Y) → K(X) ： 準同型

特 に X 三 Y ⇒ K I X ) ≈ K ( Y )

(i😐 K群はコンパクトHansdorf空間に対する不変量）

※ K はコンパクトHansdort空間の圏からアーベル群の国への反変関手

_ホモトピック
• f ≈ g : X → Y

⇒ 抄 = g ' : K ( Y ) → K (X )

（ホモトピー不変

• [E］、［F] ∈ V e t ( X） に対して

I E）・［F ]：=IEの門

と定める この積はK群の元の積を定め、

KIX)：可換環
となる。

r : X→ 1 x o4

基点付き空間 （X.co を考え
⇒ 0→KIX)→K(X）でK1化11→0

I : t o } ↔ X 2 3 7 . ⇒ K (X )≈KV 1の 2

「一一Klxl::
k e r l i Kx)→14と|を メの簡約1く群、という ← 正確には （X.co）に対する簡約K群

-

生 メ=一点 ⇒ K(X) = 0
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• E→ X：ベクトル束

⇒ 非→X：ベクトル束 o r
XコンパクトHandoutが大事

I t . E の F ≈ X x Em odin=n
(qx :4M→Ex→ ？ : X x e m → E ： 全 的 し

k e rh e← d i m m - n↘ ※
✓
tankE : = d imE x

↑これが水EXによらない
→ q:X→Greeni m ) . h e rankE ときにrmkが定義される

と↔ (Ker19年）xt

- > r e c tn ( x）三 I X .んG re e n .m l ] Vetn(X)：=ranknのベクトル来
の同型類し ↔ た

☁ '
K(X）三IX. Bで］ . BU=☁Gra(nm)

→KIXIEIX.ZXBU7.m.I
E[0.17

2 3 7

C X : = ( X x I ) /xxi oy : Xの錐（ 1
S X に XX1 /(xxto9)u(xx III):Xの懸垂1h9_

≈ C X U C X

T が 必
✗ 1 5 - 1 - 5 1

/ \ X で / | CX
☒必との.. や三🙃

S X s s ' s 2
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• 4 : X → G L n14）：連続

⇒ Egに（CX×4".4,CX×4"） :SX上のベクトル束

→ I X .G Ln141］+ミ→Vectn (SX) i、フォ：基点を保つホモトピー類
v

14） 1 - っ
だ］

でに☁で
←

ー ー い で ］ミを 1 5 × ー ） で 1 7 1 ≈GLu/4）
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引、3一、 K理論におけるBott周期性

吐
n ≥ 0 に対して （パ=K、 K。
で¼_) i = K i s j💔|バい
_ ：=

K-next，「X'=X41
-

Bottによる Bot周期性の証明から、

G r e lm.2m） ーー>2（で12mI）

が得られる。☁
を考える

五 X B V #
従て、

K-2(X)=K(SX）三ISメ「.です
≈ [ X t 、 2 で フ ォ

≈IX十、 Z X BU ] p

三 I X 、 Z X Bで］ 三K ° ( X )

# 1K理論におけるBott周期性）

| K"(X） 三K°(X) （⇔K"(x)≈だ（X)）
-

• K"(X) ≈ K""(x）、 R"(X)≈が"(x)

• H > 0 に対して

は（メ_）： だ（✗_）：

と帰納的に定める。
～ っ n E Z に対して K"、K" が定ま
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• BT周期性_から K"(X)≈K""(SX） とな

K" は一般（簡約）コホモロジー_ となる。

※一般（簡約）コホモロジー

で：X→h"(X）、いい at、 X ≈ Y ⇒ ド（X)≈が六、 の籤簡
裘冽？"(x)→
ド Y)：完全h"(X）三h""(s x )

• 逆に R-21×1 ≈ R ° ( x ) K群の計算

⇒ 12で
≈で15のり≈K(54）≈...

。 1 - 3も（5）≈K(S)≈・・・
⇒ I n（で） = [ S "、でフカ

=K(ssn)
Z (n:odd)

=K(S"ツ 三
I n i even）

ユニタリ群のホモトピー群に対す2B.tl?IA42__

• [ E ] E K ( X ) . I F J E K IY I

⇒ [ E］・［ F ] ： = I E四 F ] E K ( X XY） が定ま

Th(Fundamental ProductFormula)

LK ( S ) × K ( X ) E , K s x x ,
orも実際？しで周期性を*う こ
ととし多値になる
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経 初 等 的 証 明

幽基本方針 が でいっづ三😐
• S=SS'とみると、S上のベクトル束は

、 -03
3"13 5 2

連 続 写 像 S '→ G Ln(4） で決まる。

•4，：なのは14）=♂ から定まるベクトル束H'をHとかく

rank=1の自明来
。_bをBott元という

• b
i=[H]-[ITER(S)CK(S2）

はK(52）三Zの生成元になる。
のb↔の とーR152）の任意の元は

n .b ( n e）
の形でかけるということ

F

bとの積 K(X)→K(S'XX） がBot周期性の同型
a 1 → bia orβをBolt写像という

？?joy,-Ears※g、？鍍，mm。.
-

☆ But周期性の証明 → βの逆写像 α：ド（✗）→パ を構成すればよい、
一 一
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32.2_ Observation

✗
S X

✗=1x0.x,｝ ⇒ S X ミ S '

（二点）
⇒ 5 × ≈ S ≈ s 2 ？ ？ ～ か

・✗
の

三
E3

→ B:K(X）三区 - > K ( SX )≈R ( S )≈Z S S ' 5 2

h ↔ h e Ris）の城元 🙁 m 六 三 〇😐
😐

n m α : K I S ) →K(X）三区 と定めればよい
品 ↔ は

i e K/S）におけるかいくんを求めればよい！

Q、どうやって求めるか？

日 「52上のベクトル束は連続写像 4：5→GLa(4）で決ま ことを使う

S 2 C S ' C S ' s l

-
一〇で
ーた

=

-_-ないとし
て、 一、

を - 5 3 で貼り合わせたもの

～ カ 52上のベクトル束はEg=（1.4.1）の形でかける
☑ CS'上の自明来日 を4iS'→GLn14）で貼り合わせたもの

もrank=n の自明来

K(52）≈ K(52）⊕2 に注意して、いくつか例を計算してみる

は ↔でもの+0(E）は、rank=1の自明束

• 4（2）=（に E G La1 4 )
on自明来同士をそのまま貼
り合わせる⇒自明束

⇒ Ey = 5 × 4 "

⇒ I Eg)= = n・［ I ]

⇒のんき、 N Ee ) = n
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• 4(z)= ∅、 = Z " E GL,（4）

⇒ Eg = (t、チッ！）🙂Hの定義

・

⇒ E y ] = [ H ] =☁する定義
⇒ いだき、 HE。）

• 4(Z)= 1(z） に zでEGL、 E Z

⇒ Eg=(I .Eh,I） 三 （1.∅...1）☒・・・☒
= H ☒ . . . ☒ H

⇒ [ E e ] = H］た-_- TH12-2IHI+［11 = 0 i n K(52

↑= た（TH)-［11）+ ［11
HのH 三 HのHのパ

= k . b + I I I

⇒よしたに H Ee ) = 1

・ 4(Z)= で..ih) ∈ GLu(4）

⇒ Eg ≈ には⊕の
⊕

なるーーーーーた

⇒ [E ,］ =
n・11-17た

= n(k.b+［11） = n k . b + n i I ]

⇒ でかい N Ee ) = n

n α(E）の計算のキホン： （貼り合わせ関数 より簡単な形に帰着する。
一 一

既存の形

• 4 ( z ) = ？"・8 + A ∈ Ghn(4） A EMule)

TIFF(1=（'")EGLula)
⇒ ？
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✓
z
I=（で）は既に計算済

Z I + Aを G L n(4）の中で変形してEの形に変形したい

t o . 1 ） とたたい た
z I t t A を考えると Z I tA ≈ Z I となり、いいものホモトピーはつくれる

しか もし 爪EC11入1>IYにAの固有値があったとすると、

ヨtE(0，1) z I t t A：可逆でない

はも、 2 1 + tA は可逆でない -_-た
⇔で It

A：可逆でない

⇔で🙃ではAの固有 値

m Z Itなは、 24122のホ
モトピー

⇔ヨ入∈4，1入171
にはならない 。」、 入はAの固

有値
Aの固有値

①🙃🙃
二・

→ ☆ Aの固有値に応じてぐを分割する！
（スペクトル分

✓AKIの固有空間に対
応等で=いのい、 どのの空間に対

応な
で だい
は

2 I t Aで不変 か つ

（21+All v e はI入∈411入1>1｝ に固有値をもたない

(ZI t A l l r - " HEE INK14 "
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このとき、

( Z I + A l l v + 2で ZI/v+ = ？？ }m
Lrmnn

( z I+A）心 でか A l r - ≈ I l r =(ii)｝1
e

と GL(VI）内のホモトピーで変形できるので、 重複込み
↘

(mi=di
m

V ' = 八1く 1となるAの固
有値の数l i = d imV ' = 1入1>1 "

(Eg) =（ロ、ZI+A.

= I（凹、（・・；）、凹 +［1.に i ) .11 = -m . b + l I I I

⇒ C_om_0.t l E e l : l
と貼り合わせ関数Z I t A の M K 1 となる固有空間 V に 対 応

Bott周期性勉強会_修正版 20 / 34



※ a = ？-an), a .b E Mn14)Observationの に

• E = （上 a z + b , 1 )
e t 97th は は E S 'で isom 2仮定する

⇒ z + b の場合に帰着できる

🙂
V t E Io,1］ に対して 、 1

1+1た =
11+なで=（な.'

..」
( I t tz)(at， +b) = ( a t t b l a t t a t b

を考えると

左辺： t = 0 で a z t b

t e [ o . 1） でmwrtibk「だ"
"

的 に 左 辺 は はなに
E I = 1s .→ 5； 2はけをしにたし1

という変換と

右辺： a t tbを考える2 1 + t 2 ≠ e t≠ 1 =1の長1 = 1
• t = 1 でinvertible のスカラー倍をほでこしたもの

• さらに
" た 1 ⇒ いないこaztbで2-12したも

の
t ↔ det (a t tb ) : c o n t i .

よ a t t b は 1の近くにある t o E Io.1］ でもinvertible

ここでで

g : 1 → ロ ： isom に対して

（に、f、 ≈ （1, fy、ロ）

に注意する2、

C a t t ob ) a + t oa t b と I t ( t o a t b / l a t t ob ) "

は同型な ベクトル束を定め、 _Io,1）でinvertible

a z t b けな""# （1+toalla？だ.+b) = ( a t t .b i z t t a t b

↗ た 。 →た。
た 。 ミ？どのがなが～

であので、 Ztbの形にできる。
yこの範囲で

zの係数の逆をかける（1ttz)(a2は+b)
↗はじと一〇せい

iitihhnなhoneyでaztbを変形
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「"Atiyah-Bott
ではDurnford積分を使うここで 92+b を直接"スペクトル分解" している

/

✓
9た∈Mn(4）

• E : 1 だ。 9kt, 1）

⇒ a z t b を考える状況に帰着できる。

😐

a.-（..i。）}
.

b:=(i.，")ymt.
「府一一「Mn(c 成分の行行↗といった

Pr(2）：=た≤manZ t
(Pr121-2Rti(z)=ar)

P(Z1：= P ( Z ) =。mhzた

とおく

az+b://P.im
. . . ，"'※） i j ) = （1tNi l (PDI m ) ( I tNa

しんがいの 1 m ～、+ル。

Ni= N2=（?

であり、
N i . N a : nilpotent t y

I t Ni'」、
「invertibleなhmogy

(i=1.2） → az tb = （1+N.11PのIm)(ItN2 → PD/m
( t→ o）

とできるので

EのM・ロ 三 (mt1 に、 a z t b , (Mt11

が成り立つ

→ 右辺に対する計算から のi(E） が計算できる ！！

"
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「幽
Atiyah による2上の帰着は高階の線形微分方程式を
連立線形微分方程式に帰着させる方法に着想を得たらしい。

n階線形微分方程式
y"1+a,(k)ymリ+... + a n ( x ) y = b(x） ・・・

において

y、：=y
y z に y '

i

Yn:=y1が11

こおくて、 （* は連立微分方程式

y i = Y2

は 3|
yn=y
n Ya'= -9、CK)Yn-...-qu(c)y,+b(x)
2同値であり、 これは

・1°1：11訓にii.%4m-ei.FI次
とかける
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✓ Laurentpy.
• E = 1日，た9たzh、ロ

⇒ だ9たマた の場合に帰着できる

🙂 p:=で，9h2ʰ

P'：=ピア =だah_ezh ↔polynomial

2する2

EのHe ≈ （上、か、

↑ H e = （1.21.11

→ だ9h2h に対する計算により Xi(E） を計算できる 11
/

• E = （に、 ロ）
,
f : S ' → G La(4） : c o n t .

⇒ Laurent poly. の場合に帰着できる。
Ghn(C(Sリ）

🙂 Fejerの定理よ
り f はLaurent poly.でノルム近似でき、

GLu(CIS'1)qnMu(C(Sり） で あ る の で 😐
f ～ん P

となる invertibleなhomotopy 2 L a u r e n tpoly. がとれて

E ≈ （ロ P、 上

とな

"
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経3 Atiyah-Bottによる証明の概略

① S ' ×X上の ベクトル束は4:S'xX → G Ln(4） を用いて Eg の形でかけ
だ水）1→ 412.x)

② 4を Laurent多項式 で 近 似
(Fourier解析におけるFejerの定理の一般化）

4(z,K)-）しい9h(x)2た

③ 2"をかけて Laurent多項式を多項式に変形
412，水） m?"ah_e Zh

n階線形微分方程式を一階連立微分方程式に変形するこ
とのアナロジー

④ 多項式を線形化

4(z， n o BC)（？
(A(K)， Ln.

⑤ 21+Aの形に帰着 のの？ののでで
では

B（水）（?z) を直接
4(Z,x） 一 一 （？？）

(A IK )EGLal4）

⑥ スペクトル分解
ー ー > A(K）の IX K 1 に対応する固有空間V「（水）を

ファイバーとするX上のベクトル束α(Eg） がとれる

⑦ K(S 'XX) - > K (X )

品 ↔_な（En
が

✗ : K ( SX ) - > K(X）

誘導す
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か3 族の指数を用いた証明 任意のCauchy列が
収束先をもつ

2 2 Fredholm作用素。 内積が定まっている
（複素）線形空間であっ
その内積から定ま
るノルムが完備も

H i （複 Hilbert空間 とする

⚠

Hilbert空間≠無限次元線形空間

• 線形写像 T i H → H が有界、作用素 有限次元Hilbert空
間もあれば、
Hilbert空間でない無限
次元線形空間もある

に 11THに。1"無くs
も Tによるベクトルの伸び率が有界ということ

• B(H）にIT:H→Hi有界作用素｝ 」する
- _ - T . S E B(H）、入EC

( T tS)(v)：=Tut S u⇒| 入T)(U に入
TU

• T E B(H） に対して でB(H）は線形空間

I T
IIはB(H）上のノルムになる。

Ker(T） に H I Tu=0 作用素ノルムとい
う

Im(T）に IW E H IでEH st,W=TUY

Coker(T）に H/

はいずれも線形空間

「#TE
B A l l がFredholm作用素

一 、

|_に"""Kerl il l
/

し
9 dim(ker(T)） < s , dim(Coker(T)）<s

• Fred(H） に B(H):Fredholm作用素｝ とかく

• T E Fred(H） に対して

Index(T)：= dim(Ker(TI）一dim(Coker(TI) ∈ ≥

を「の指数（ i n d x_） という
次元定理

(eg. d imH < s ⇒ 「T B/H）はFredholmであり、 Index(T)=0）
Bott周期性勉強会_修正版 26 / 34



区
H=l'(N)i=｛(a。，a..・・・）∈4ルII l an icosy.k≥0
S k i ！ー っ H 4-シフト作用素という

(a.,a..・・・）↔し、燕で、_an

とすればSee はFredholm作用素であり、

Index(see)=！）と）-dimlco_e.h-
。_正確には同値類の集合

L'(S)：=If i s ' → 4 1 I,If(z)l'dz <s}
⇒ I∅hikez

i L"1S）の直交基底 a:S'→cさ↔a)
H ' ( S )： = S a n l a m Hardy空間という

P:H=じ（S)→H'ISリ ： 直交射影 とす

ださa↔Sing

このとき、fECCS)：=(fiS'→4：連続｝に対して合成

T f : H I Sリ
→Lysりいこ♂がすでの

y、→ S
三 Toeplitz作用_素という

Th(Toeplitz作用素の指数定理、Goh berg-Krein,1960） 。回転数=2
H:=H'(S）、 f E C I S） とす(tea. 4
に .es'

'🙃
1

⇒ T f E Fred(H） であ

Indexは） 二一（の回転数）
一 一
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「なfは=∅hは）=zh
-_-回転数=

一た

⇒ Mf（たdeze)=品deZ
l - h

⇒ Tfにdezl）で長death

⇒ dim(ker(Tfl)= k , dim(Coker(Tfl)=0
T E Sanイプ、...、zk-1｝

⇒ Index(Tf)= k = 一（fの回転
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53.2
一 一

族の指数

H：無限次元Hilbert空間 X：一点
⇒ Kじ く → 2

✗ = 化。 ：一点集合 」

( E ) - [ F ] ↔ d i nE - d iF
このと q p

vetnsp
Fred(H) - > 2 < -三ッ K M Te/HU¥ 1一つIn!(T)

< → [ker(il l-[Coker(TII
・

dim(ker(TI)-dim/Coker(TI）

よ 指数を K X ) _、、の元 とみることができる。

→ これを任意のコンパクトHausdorff空間に一般化する

(Fredholm作用素が K E

Xでパラメトライズされているとみる）

I e o r
Fredholm作用素の族といい、 I Takex

とかいたりもする

T : X→ F r e d ( H ) ：連続 に対して

Index(T)：= [y,kerli.1］ -
［し，Coker(Tall ∈ K(X）人を Fredholm作用素の族Tの、指数 という

⚠正確にはこの定義は正しくない

U ker(To）や UCoker(To がベ
クトル束にしなるとは限らないため

H
I Coker(TI T i X X H

lot m s l loin
k 州 と

.

✗=(K。
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o n
実はこれは同型になる

• 族の指数は群準同型 （Atiyah-Janichの定

IX,Fred(HI I - > K(X)

¥ 1 一 つ Index(T

を定める
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§3.3ーー Atiyah による証明
✓

Bot tmap

方針： B : K ( X ) → K(S'xX） の送射を構成する

o b s e r a
Atiyah-Boltの証明： K IS）三 K (S )⊕2

（く→α(E)☁ .b+6(Ea)-III
もこの係数を4:S'→GLn14）

4(z)=Qh(z)=zh -_-「でやった計算
から計算することがポイント

⇒(Eg) = k . b + I I I

⇒ α ( Ee ) = k =一（∅.たの回転 = Index(Tan)

n貼り合わせ関数9：5→4414 は-
から定まるた然た作用素の指数_、 、、が係数を与えている！

ーーかこれを 4 : S ' × × → G L a(4） に一般化す

✗ : KIS'××1 →KIX）の構成

が束は4：55'XX→GL
n(4） を用いてEgの形でかける。

だ水）1→ 412.x
より正確にはビでなく

② R E Xに対し f c : S ' → G Ln(4） とすると、合成
14で貼り合
わせられるは 1 → 41K.z) X上のベクトル束のファイバー
このテンソル積をとる

T e :

H'ISりめぐ→じ sりめビーいっのし⅔りめだか
Hisリ☒♂

↑行列のかけ算として作用

は Hi=H215りめ4" 上のFredholm作用素となり、族ToにITtakexが定ま

③ KIS 'x X ) → K (X ) △ _これが α
の ↔indict,

Bott周期性勉強会_修正版 31 / 34



At i yahs ro ta t i on t k f f

• X：局所コンパクトHausdorff空間

⇒ K(X)：=
KIX+IT一点コンバクト化

• b ER 1S t ) ≈K(IR2)

B : K ( x ) ⇒ KI IR 'XX I を示

先 ↔
bを

(m K ( s ' xX ) ≈ K( IR 'xX）のKIX） から

β : K (X ) → K(S 'xX）

が示せ
る

✗ : K I R ' × × 1ム K I SX X ) ! K(※
し ↔ Index(Ty)

→ ✗がβの送射になっていることを示せばよい。

• αの性質
K(IR'xX）めKY) - ) K ( R ' x X XY)

Y
( A l ) ↓××め1 ア ↓αxxy

K(x）めKIY I - っ K ( X XY )

b = [ H ' 1 - ［ パ 1

(A2） α (b ) = 1 - f =いいたて？！！いme。
(Index(Tzn)=-k)
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「#α: K(R'XX ) → K X ) ： 群準同型 が CA1）、 をみたア| ⇒ α と βは互いに逆写像

い
(Al） から （b.x) 1 - β ) b k

KIIR'IめKIX) - > KR'XX)

↓α01 1α
KKDY）めK(X) = → K(X）

「イ¼
で

1 - 7 K = α ( bK)=αB(K）

よって α β = 1

Y : IR2 2 3 3 2
( u . b ) 1 - n u b

K(IR'xX）のK(IRり ー > K(IR'XXX IR'）

↓α×☒1 2 ↓XxxiR2

K(X) ☒ K ( R ) - > K (XXR2）
（α(u),b) 1 - ） α(u)b = α ( ub

こ こ で

回転トリック「「Go):R🙃で→

1で×R2 -
Atiyahの

こアれば
det(t)=1、 I ≈ '1、 ) i n GL4(IR）

よ

ピ = i d : K(IR'xX × R ) → K(IR'xX X IR2

一 U = U め w

ピ（ub ) = bT ⇒ T = w め U

⇒ せ（uのb）
こ こ で =で（Nowめb)

K(IR'XX) ≈ K(XXR2 = b o w め U
出 ー ー i

= b め T
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い ま と）=の
1 W = α(but_αβ=1☁

= αB ( T ) =て ∈ K (XXR)≈K( IR 'XX)
i < → u

であるので αM l b一つ bα (u )

u = b X(u)=βα(u）

とな 従って
β α = i d

が成り立つ
☐
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